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１.はじめに
これまで同質的な消費者を仮定した完備市場モデルを分析してきた．最適成長モデルでは代表
的消費者の行動が成長経路を決定し，資産価格決定モデルでは代表的消費者の消費と貯蓄の資産
価格を決める．このようなモデルは景気変動や失業，インフレの分析にも用いられている．完全
競争市場では，市場?衡はパレート最適となる．このため架空の社会計画問題を解けば?衡解が
得られる．完備市場モデルの数値解析ではこの性質を利用する．
しかし，現実の経済には完備市場モデルでは説明の困難な現象が存在することは否定できない．
そのような現象の一つに，Mehra and Prescott（1985）の指摘したエクイティプレミアム・パズ
ルがある．アメリカの金融市場で観察される高い株式プレミアムと低いリスクフリー金利を完備
市場モデルで説明するのは困難である．また最近利用されるようになったパネルデータには標準
的な理論と矛盾するものがある．例えば失業のリスクを保険でカバーすれば失業しても所得は低
下しないはずであるが，実際には失業により所得は大幅に低下する．また所得や資産の格差が深
刻な社会問題となっているのは周知のとおりである．
このような標準的モデルでは説明できない現象を解明するために，不完備市場モデルが提案さ
れている．不完備市場モデルは数値解析のテーマとしてもきわめて興味がある．経済主体の異質
性を仮定すれば所得や資産の分布が問題となるからである．この章では代表的な三つの不完備市
場モデルについて検討する．最初に取り上げるのはAiyagariのモデルである．このモデルで消費
者は失業する可能性があるが，保険は利用できない．かわりに資本を保有してレンタル市場で貸
し付ける．就業状態は確率的に変化し，労働のプロフィールは消費者によって異なる．長期間雇
用された消費者は資本を蓄積してレント収入が多い．資産は所得格差を固定化する要因であるが，
ランダムに変化する就業機会は所得階層を流動化させる．定常状態では二つの力はバランスして
所得分布は変化しない．
二番目に取り上げるのは，リスクフリー金利パズルに関するHuggettのモデルである．金融資
産の実質金利は極端に低いが，Huggettはこれを理論的に説明するモデルを作成した．モデルを
数値的に解いてどの程度パズルは解消するのかを調べる．Ramseyモデルでは，失業のリスクは保
険でカバーされマクロ経済に影響を与えない．Krusell and Smithは保険が利用できない状況で
固有リスクと資産分布の関係を分析した．この場合，状態変数の分布を?慮する必要があり，ベ
ルマン方程式は通常の方法では解けない．彼らは資産の分布を一次のモーメントで近似して数値
解を求めている．この方法を適用してその有効性を検討する．
２.最適成長モデル
消費者は区間?0,1?に?等に分布している．企業は同質的で代表的企業の仮定をおく．消費者は
不確実性に直面しているが，経済全体では不確実性はない．このため定常状態では総生産と雇用，
実質賃金，実質利子率は一定となる．所得と資産の分布は変わらないが，消費者の所得は確率的
に変化する．固有リスクをカバーする保険は利用できない．このため消費者は消費を安定化する
ため資本を保有する．
消費者は予算制約の下で，将来にわたる効用の現在価値を最大化する．
??∑
???
?
β?????1－γ (1)???
消費者は固有リスクに直面するため，失業する可能性がある．つまり一定の確率で雇用される
か，失業者となる．就業状態はマルコフチェーンに従い，遷移確率行列は
?＝
???
??
???
??
(2)
?
??
?
??
とする．ここで??は雇用者が失業する確率である．?－1期の雇用量を????とすると，?期の雇
用量は
??＝??????＋????1－????
で与えられる．定常状態の雇用量を?とすると
?＝ ???1＋???－??＝
???
???＋?? (3)?????? ????
となる．???が高くなると雇用量は増加し，??が高くなると減少する．
消費者は資本をレンタル市場で貸し付ける．予算制約は就業状態によって異なる．就業状態を
?で表すと，予算制約式は
??＝?:????＝?1＋?1－????＋δ???＋?1－????－??
??＝?:????＝?1＋?1－????＋δ???＋???－?? (4)
となる．ただし，??は資本ストックで??は資本レンタル率，δは資本減耗率，??は実質賃金，??
は消費，?は税率である．失業すると???の失業給付が支給される．消費者は資本を蓄積したり取
り崩して消費を平準化する．最適化問題に動的計画法を適用すると，ベルマン方程式はつぎの式
で表される．
???,??＝max
??0
?????＋β?????′,?′???? (5)
一定の条件の下で，ベルマン方程式は唯一の解をもつ．最適資本は?と?の関数で，?′＝???,??
と表す．これを(4)に代入すると消費の決定式が得られる．ベルマン方程式はいくつかの方法で解
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けるが，ここでは離散近似法を用いる．そのため資本の分点を?＝???,??,…,???，就業状態を?
＝??,??とする．関数???,??は状態空間?×?で定義される．資本ストックと就業状態の初期値
を与えると，?の確率過程と?′＝???,??から??,??の確率分布が決まる．一般的な条件が満たさ
れると，??,??は定常分布へ収束する．定常分布をμ??,??と表すことにする．
総資本と総消費をつぎのように定義する．
?＝∑
?∈?
∑
?∈?
???,??μ??,??
?＝∑
?∈?
∑
?∈?
???,??μ??,?? (6)
ここで???,??は消費の決定式である．雇用量は外生的に与えられているが，資本と消費は内生的
に決まる．
企業は利潤
?＝???,??－??－??
を最大化する．利潤最大条件は
????,??
?? ＝?
????,??
?? ＝?
?????
?????
である．生産関数を???,??＝?????とすると
?＝?1－α???
?
?＝α??
??? (7)
?
???
?
?
?
???
?
?
が成り立つ．
政府は利子と賃金に課税する．政府の税収は?＝????＋???で，支出は?＝???1－??であ
る．財やサービスは購入しない．
競争?衡では???,??は(5)を満足し，?と?は(7)を満たす．つぎのアルゴリズムを用いて?
衡解を求める．
［ステップ１］ (3)から雇用量?を求める．
［ステップ２］ 資本に初期値??を与える．
［ステップ３］ (7)から賃金??と利子率??を求める．
［ステップ４］ 税率を?＝???1－??????＋???に設定する．
［ステップ５］ 動的計画問題を解いて???,??を求める．
［ステップ６］ ???,??と?の分布からμ??,??を計算する．
［ステップ７］ 総資本
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??＝∑
?∈?
∑
?∈?
???,??μ??,??
を求める．??－???εであれば計算を終了する．そうでなければ資本を
??＝ω??＋?1－ω???
と更新してステップ３へ戻る．ωの値を大きくすると速く収束するが，発散しやす
くなる．逆にωを小さくすると収束しやすくなるが，計算時間が長くなる．
表１はモデルのパラメータを示している．失業給付は?＝0と?＝0.25のケースを取り上げる．
就業状態の遷移確率は
?＝
0.5
0.2
0.5
0.8
(8)
?
??
?
??
とする．失業中の労働者が雇用される確率は50％であり，雇用者の20％が失業する．定常状態で
は雇用量は?＝0.5??0.5＋0.2?＝0.7143となる．資本ストックの区間を?0,20?として，0.025の間
隔で分点をとる．学習係数はω＝0.2とする．
最初に失業保険のないケースを検討する．上のアルゴリズムを実行すると，９回の反復計算で
収束する．所得その他の集計量はつぎのようになる．
?
?
?
＝7.2229
＝1.2734
＝1.0569
?
?
?
＝0.2164
＝0.0441
＝1.3374
不完備市場モデルでは消費者は異質的で，所得と資産は一定の分布に従う．雇用機会に恵まれ
た消費者は資産分布の上位にランクされ，失業を経験した消費者は下位に位置する．所得を決定
する最も重要な要因は就業状態である．利子収入は賃金所得より低く失業すると所得は低下する．
定常状態では所得と資産の分布は変わらない．しかし，個人レベルでは所得は時間とともに大き
く変化する．確率的なシミュレーションによってこの点を確認できる．図１は典型的な所得のプ
ロファイルを示している??．失業によってときどき所得は急激に減少する．消費者は貯蓄を増減し
て消費を平準化する．このため投資は一定の範囲で変動する（ただし，プラスとなる確率が高
い）．消費と投資の相関係数は0.32で，ともに所得と同じ方向に変化する．
つぎに期間を10,000期に延長して所得の分布を求めた（図２)??．実線で示したのは?＝0のケー
スである．所得の分布は低所得層と高所得層に分かれている．雇用者は高所得層に属し，失業者
は低所得層に属する．仮に利子収入がゼロであれば，所得は０か?となる．しかし実際には利子
収入があるので連続分布となる．しかも資産の格差は小さいので同じ形のピークが二つ現れる．
雇用される確率は失業する確率より高いので，右側のピークが高くなる．破線の分布は失業給付
表 1 モデルのパラメータ
β α δ γ ?
0.98 0.25 0.03 1.50 0(0.25)
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のあるケースに対応している??．低所得層は右へ移動し，高所得層は左へ移動して所得格差は縮小
している．これは政府の所得再分配政策が有効であることを意味している．再分配政策によって
雇用者は所得の7.5％を徴収され，失業者には賃金の25％が支給される．失業給付があると，経済
全体の資本と生産は減少する．資本の減少で利子率は上昇して賃金は低下する．したがって所得
再分配政策は資本蓄積を妨げ所得水準を低下させる効果がある．
所得と対照的に，資産の分布には一つのピークしかない．資産は過去の就業プロファイルの累
積的な結果を表すからである．雇用機会に恵まれた消費者は資産分布の上位を占め，失業を経験
した消費者は下位に位置する．所得再分配政策によって資産の分布は左へ移動して総資本は減少
図 1 所得のプロファイル
図 2 所得の分布
時間
?
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する．
所得分布を決めるのは失業給付と就業状態である．雇用の確率が変わると，所得分布は左右に
平行移動する．ここでは簡単化のため遷移確率は一定と仮定したが，実際には様々の理由で変化
する．またリスクに対する消費者の態度が変わると，資本と所得は変化する．つまりγが大きく
なると資本は増加して利子率は低下する．例えばγ＝5とすると，?＝11.7723，?＝0.0306とな
る．所得の変動に備えて予備的貯蓄が増えるからである．このため資産の分布は変化して右に厚
くなる．
３.リスクフリー金利パズルと不完備市場モデル
歴史的にアメリカの安全資産はリスク資産に比べて収益率が極端に低い．Mehra and Prescott
（1985）はこの現象をリスクフリー金利パズルと呼んだ．このパズルを巡ってWeil（1989）をはじ
め多くの解釈が打ち出されている．不完備市場モデルも有力な解釈の一つである．最初に，なぜ
パズルであるのかを説明しよう．
動学的一般?衡モデルにおいて消費はつぎのオイラー方程式を満足する．
?′?????＝ 1＋ρ1＋? ?′????
?
????
?
?
効用関数は????＝????1－γ?であると
????
??
?＝1＋?1＋ρ
?
???
?
? ???
が成り立つ．１人当たり消費の成長率は一定で，????＝?1＋????とすると
?1＋???＝β?1＋??
となる．ここで，β＝1??1＋ρ?である．両辺の対数をとると
??－log?β?＋?γ
となる．1930-2008年の期間にアメリカの１人当たり実質消費は平?2.1％の割合で成長した．主
観的割引率の典型的な値はβ＝0.96である．これらの値を代入すると，実質利子率とγはつぎの
式を満足する．
??0.04＋0.021γ (9)
リスク中立性を仮定すればγ＝0より?＝0.04となる．γ＝1なら?＝0.061，γ＝10なら?＝0.25と
なる．何れにしても実質利子率は異常に高くなる．ここでは市場の不完備性を強調したHuggett
（1993）のモデルについて説明しよう．
このモデルで消費者は資産として債券を保有し，事前的には同質的である．マクロ経済ショッ
クはないが固有リスクが存在する．このため消費者は債券を保有する．債券を購入すれば次の期
に１単位の消費財が得られる．ただし借入れには一定の上限がある．消費者は?0,1?の区間に?等
に分布していると仮定する．所得はマルコフチェーンに従って変化する．今期と来期の所得を?，
?′とすると，遷移確率は
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π??′,??＝Pr?????＝?′??＝??
で与えられる．?は??と??の二つの値をとる．消費者は将来にわたる効用を最大化する．
??∑
???
?
β?????1－γ (10)???
債券の価格を?とすれば金利は?＝1?－1となる．予算制約は
?＋??′＝?＋?,?′≧? (11)
である．?は資産の保有量で，?＜0は借入限度である．消費のベルマン方程式は
???,??＝max
???
?????＋β∑
??
π??′,?????′,?′?? (9.12)
と表される．最適資産の決定式を?′＝???,??とする．債券価格は?と?′を変化させる．
モデルは解析的に解けないので数値解を求める．資産の分点を?＝???＜??＜?＜???とする．
また?と?の確率分布を
μ???,??＝Pr???＝?,??＝??
で表す．μ???,??が変化すると債券価格は変化する．競争?衡では???,??と???,??および?，
μ??,??はつぎの条件を満たしている．
⑴ 与えられた?に対して???,??と???,??はベルマン方程式を満たす．
⑵ μ??,??は所得の確率過程と???,??から決定される．
⑶ 債券市場はクリアーする．
∑
?
∑
?
???,??μ??,??＝0 (13)
資産の決定式と所得の遷移確率から，??,??のマルコフチェーンが導かれる．遷移確率は
Pr?????＝?′,????＝?′??＝?,??＝??＝???′,?,??π??′,?? (14)
で与えられる．ここで???′,?,??は，?′＝???,??なら１，?′≠???,??なら０となる indicator
 
functionである．(9.13)の左辺がプラスになると?は上昇し，マイナスになると?は低下する．
このような債券価格の変化によって債券市場はクリアーする．
つぎのアルゴリズムを実行してモデルの近似解を求める．
［ステップ１］ 資産価格の初期値を?＝??に設定する．
［ステップ２］ 消費者の動的計画問題を解いて???,??を求める．
［ステップ３］ ??,??の遷移確率からμ??,??を計算する．
［ステップ４］ ∑
?
∑
?
???,??μ??,??を求める．この値がプラスなら??＞??，マイナスなら??＜??
としてステップ１へ戻る．
債券価格が一定となるまで以上のステップをくり返す．
?衡解の計算にあたって，消費者の所得は??＝0.1，??＝1.0とする．遷移確率は
π??′,??＝
0.9
0.5
0.1
0.5
?
??
?
??
と仮定する．またβ＝0.99で，効用関数のパラメータはγ＝0.5，1.0，1.5，3.0の４つのケースに
ついて検討する．借入に対する上限は?＝－2，－4，－6，－8とする．したがって全部で16のケー
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スがある．資産の最大値は??＝4で，分点の間隔を0.2とした．
図３は定常状態における資産の分布を示している．上限に達する確率は0.002であり，限度額ま
で借り入れる消費者はほとんどいない．しかし限度額が引き下げられるとこの確率は高くなる．
表２は借入限度と金利の関係を示している．リスク回避度が同じであれば，借入限度が高くな
ると金利は高くなる．予備的貯蓄の必要性が薄れて債券の需要が減少するからである．借入限度
を一定とすると，リスク回避が強いほど金利は低くなる．これは貯蓄が増加して債券の需要が増
えるからである．何れのケースでも，実質金利は(9)から計算した値よりも低くなる．したがって
保険市場の欠落した状況で固有リスクがあると，市場が完備した場合に比べて金利は低くなる．
４.集計的リスクと不完備成長モデル
最後に，固有リストと集計的リスクを?慮したKrusell and Smith（1998）のモデルを検討す
る．消費者は区間?0,1?に?等に分布している．消費者は予算制約の下で生涯の効用を最大化する
と仮定する．
表 2 リスクフリー金利（年率)
?
γ
0.5 １ 1.5 ３
－2 2.7 －1.6 －6.5 －24.8
－4 5.3 4.0 2.5 －4.3
－6 5.7 5.2 4.5 1.6
－8 5.8 5.6 5.1 3.4
図 3 資産の分布(??1????4)
累
積
確
率
資産
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max
???????
?∑
???
?
β?log????
??＋????＝???＋???＋?1－δ???
???? 0，??given (15)
ここで??は就業状態を表す変数で??＝1なら雇用され，??＝0なら失業する．企業の生産関数は次
式で表される．
??＝??????? (16)
生産性ショック??が集計的リスクである．利潤最大の条件は
??＝?1－α???????
?
??＝α??????
??? (17)
?
???
?
?
?
???
?
?
である．??と??はつぎのように定義する．
??＝∑
?
∑
?
?μ???,??
??＝∑
?
∑
?
?μ???,??
μ??,??は?と?の分布を表し
μ′＝??μ,?? (18)
に従って変化する．??は??と??の二つの値をとる???＜???．生産性と雇用の間には正の相関があ
ると?えられる．例えば生産性が上昇すると，労働需要の増加によって雇用される確率は高くな
るであろう．表 3は??,??の遷移確率である．?と?の遷移確率は
Pr??′??＝
0.875
0.125
0.125
0.875
, Pr??′??＝
0.471
0.037
0.529
0.963
?
??
?
??
?
??
?
??
となる．長期的にマルコフチェーンは一定の分布へ収束する．定常状態では Pr???,0?＝0.05，
Pr???,1?＝0.45，Pr???,0?＝0.02，Pr???,1?＝0.48となる．したがって失業率は７％である．
ベルマン方程式はつぎのようになる．
???,?,μ,??＝max
???
?log???＋β?????′,?′,μ′,?′???,?,μ??? (19)
s.t. ?＋?′＝??＋??＋?1－δ??
?と?は予算制約を通じて消費に影響する．また?は将来の?と?を通じて消費を決定する．μ
表 3 (???)の遷移確率
??,0 ??,1 ??,0 ??,1
??,0 0.525 0.350 0.03125 0.09375
??,1 0.038889 0.836111 0.002083 0.122917
??,0 0.09375 0.03125 0.291667 0.583333
??,1 0.009115 0.115885 0.024306 0.850694
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は将来の価格に影響を与える．したがって?と?，μが消費を決定する．ただしμは変数ではな
く関数である．このためベルマン方程式を解くには特殊な方法が必要である．
競争?衡において???,??，???,??，???,?,μ,??，?′＝???,?,μ,??，??μ,??はつぎの条件
を満たしている．
１.???,?,μ,??はベルマン方程式の解であり，最適資本は???,?,μ,??で与えられる．
２.企業は利潤を最大化している．
３.??μ,??は???,?,μ,??と??,??の確率過程と整合的である．
ベルマン方程式は通常の方法では解けない．このためKrusell and Smithは資本の分布を平?
値で近似して，(18)の代わりにつぎの式を用いた．
?＝??
?＝??
:
:
log??′?＝??＋??log???
log??′?＝??＋??log??? (20)
この式を使って来期の資本を予測する．係数は資本のデータから決定する．モデルのパラメータ
はα＝0.36，β＝0.99，δ＝0.025で?∈?0.95,1.05?とする．
つぎの手順で近似解を求める．
［ステップ１］ (20)の係数に初期値を代入する．
［ステップ２］ ベルマン方程式を解いて???,?,μ,??を求める．
［ステップ３］ 消費者を10,000，期間を1,100としてシミュレーションを行い資本のデータを生み
だす．
［ステップ４］ 101期から1,000期のデータを使って最小自乗法で予測式の係数を推定する．推計
値がステップ１の値と異なると修正してステップ２へ戻る．収束条件が満たされる
まで反復する．
図 4 ?と?′の関係
?
??
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上のステップを20回くり返すと収束した．図４は?と?′のデータをプロットしている．予想
通りデータは二つのパラレルな直線上にある．対数変換して回帰式を当てはめると
?＝??
?＝??
:
:
log??′?＝0.107＋0.968log???
log??′?＝0.141＋0.962log???
??＝0.99998
??＝0.99999
となる．この式を使うと来期の資本は完全に予測可能である．定数項は生産性の格差を反映して
いる．
図５は最終期間における資本のクロスセクション分布を示している．図から明らかなように，
資本に対する非負制約は有効ではない．しかし現実の分布と比べると歪みが小さい．図６は所得
図 5 資本の分布
?
図 6 所得の分布
?
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の分布である．失業者は左側のピークを中心に分布し，雇用者は右側のピークの周りに分布する．
資本があるので連続分布となる．
５.むすび
これまで固有リスクが保険でカバーされるモデルを検討してきた．この論文では，
Computational Economicsの最新の研究テーマである不完備市場モデルを取り上げた．最初に検
討したのはAiyagariのモデルである．消費者は失業の可能性があり予備的貯蓄を行う．定常状態
では資産と所得の分布は一定となる．しかし消費者の所得は確率的に変化する．就業状態の違い
によって所得の格差が生じるが，資産の格差は限定的である．不完備市場モデルを使うと失業保
険の所得分配に対する効果を分析することができる．
つぎに取り上げたのはHuggettのモデルである．このモデルでも所得は確率的に変化する．借
入限度が強くなると，資産の需要が増加して金利は低下する．
これらのモデルは集計的リスクを無視している点で非現実的である．大数の法則によって固有
リスクは相殺されるが，集計的リスクはなくならない．集計的リスクを?慮したのがKrusellと
Smithのモデルである．このモデルでは全要素生産性ショックが総生産の変動を引き起こす．技
術的にもこのモデルは興味がある．通常，value functionは状態変数の関数である．しかし，固
有リスクがあるため状態変数に加えて確率分布を含んでいる．このため確率分布を平?値で近似
して標準的な方法を適用した．しかしこの方法はどのモデルにも使えるわけではない．不完備市
場モデルの研究を進めるためには，多くのモデルに適用可能な一般的な方法が必要である．現在，
最新の研究テーマとして様々なアプローチが試みられている??．数値計算法の進歩に伴って理論
モデルの研究も進むであろう．
注)
⑴ 初期値の影響は８期でなくなるので全期間の結果を示した．資本の非負制約を常に満足する．
⑵ 期間を600期として10,000回くり返すと同じ形の分布が得られる．このため１回の実験で十分である．
⑶ 正確を期すため，同じ?の実現値を使用した．
⑷ 最新の研究成果は Journal of Economic Dynamics& Control,V34,Issue 1(January 2010)の特集号に掲載
されている．
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